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摘要    本文提出了一个基于机器学习的新方法, 用以从单实验脑电信号中估计事件相关
电位. 为估计事件相关电位, 首先构建了一个运用分类方法的基本框架和以此框架为基础
的优化模型 . 在此基础上 , 引入 logistic 回归来实例化这个优化模型 , 并推导出
SingleTrialEM 算法. 只要在使用之前训练得到一个 logistic 模型, SingleTrialEM 算法就能够
从单实验脑电信号中估计事件相关电位. 模拟测试表明, 本文的方法是正确稳定的, 明显优
于 Woody 过滤器方法. 认知测试的结果与认知科学的各项结论一致.  










图 (electroencephalography, EEG) 、脑磁图 (magne- 
toencephalography, MEG)、功能磁共振成像(functional 
magnetic resonance imaging, fMRI)和正电子发射计算
机断层成像(positron emission tomography, PET)等, 




电, 从而导致 EEG 的变化, 这种变化被称作事件相
关电位(event-related potentials, ERPs). ERPs 包含多
种成分, 每种成分具有各自的生理、心理及相关的
认知意义.  
ERPs隐藏在 EEG 中, ERPs各个成分的幅值都比
EEG 的幅值小很多, 非常微弱. 通常, 通过叠加平均
(superposition and average, SA)去除 EEG 中的自发脑
电来提取 ERPs. SA 已被广泛应用并为很多有意义的
研究发挥了作用[1]. 然而, 不同分组的 SA 结果显现
出显著差异, 表明 SA 只是得到了一个近似结果[2]. 
SA 有两个基本假设: EEG 中的自发信号是以 0 为均
值的平稳过程, 因此叠加平均可以消除自发信号[3,4]; 
对于相同的刺激 ERPs 是确定不变的, SA 不会改变
ERPs 的波形[4~7]. 严格地讲, 这两个假设不成立. 另
外, 神经生理学、认知神经科学以及心理学领域越来
越需要研究 ERPs 在每次实验间的变化[8,9], SA 无法
满足这样的需求. 从单实验 EEG 中估计 ERPs 为此类
研究提供了条件.  
1967 年, Woody[10]提出了一个描述 ERPs 成分的
幅值和潜伏期随实验变化的信号模型, 并设计了匹配




Woody 的思想随后被扩展, ERPs 成分的幅值变化也被
纳入考虑之中, 每次实验的幅值和潜伏期作为一个
最大似然框架的参数来估计 [3,4,8,9,11]. 也有人提出了
估计单实验 ERPs 的 Bayesian 方法[12], 该方法分为两
个阶段: 第一阶段, 通过一个基于 2 阶先验统计信息
的过滤器处理每个实验的原始 EEG 来得到一个均值
ERPs; 第二阶段, 以先前得到的均值 ERPs 为先验期
望响应来估计单实验 ERPs.  
一些基于频域分析的方法也被用于从单实验
EEG 中估计 ERPs[7,13,14]. 还有一些论文提出小波分析
的方法处理这个问题[15~18]. 独立成分分析(independent 
component analysis, ICA)也在这一领域被尝试过[19,20], 
这类方法把EEG源假设为相互独立的. 文献[21]通过
组合应用 ICA、小波过滤和多元线性回归来试图从单
实验 EEG 中估计 ERPs.  
大多数研究者把单实验 ERPs 估计方法建构在一
个假设之上, 即假设 EEG 中的自发信号是以 0 为均值
的平稳过程, 但这个假设最多只是近似正确 [14,22,23]. 
SA 有 2 个基本假设, 其中之一是, 对于相同的刺激
ERPs 是确定不变的. 这个假设在以上研究中被放弃
了. 然而, SA 的另一个假设在这些研究中仍然被保




化目标函数, 最小化该目标函数, 从而估计出 ERPs
成分的幅值和潜伏期.  
1  材料与方法 
1.1  时空信号模型 
ERPs 成分在不同电极位置上的幅值和潜伏期略
有不同, 这样的差异具有神经生理科学的意义. 另外, 
许多研究[14,22,23]表明, EEG 中的自发信号并不是以 0
为均值的平稳过程. 为与该类事实一致, 本文建立了
时空信号模型, 如公式(1)所示:  
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, (2) 
( )r rjs t  表示成分 r 在电极 j 上的规范化波形, rj表示
成分 r 在电极 j 上的潜伏期, rj表示成分 r 在电极 j 上
的幅值, ej(t)表示电极 j 上的 EEG, xj(t)表示电极 j 上
EEG 的自发信号. R 是 ERPs 中成分的数量, n 是电极
的数量. 公式(2)描绘了一个与 ERPs 成分的规范化波
形极为相似的波形, 其形式很像高斯函数, 文献[5]采
用过类似的做法. 需强调的是, 该模型对 xj(t)没有任
何假设.  




EEG 中精确估计 ERPs 各成分的幅值和潜伏期.  
该模型中的 ej(t)是已知的. 是成分波形的跨度
因子, 对于特定被试的特定成分是个常数. 因此, 
估计过程实际上即在 ej(t)已知时在公式(1)和(2)的
约束下确定rj 和rj(r=1, …, R; j=1, …, n). 由于不 
同成分的波形几乎没有相互覆盖, 可以分开处理每
个成分. 由于在每个电极上有两个参数, 如果 EEG
是由 64 导联的脑电仪测量得到, 要估计一个成分







简化. 由于 ERPs 的各个成分可以分别处理, 讨论
ERPs估计时可以只考虑一个成分. 把一个ERPs成分
的时间范围记为 T. 当 t T 时, rj 和rj 的下标 r可以
省略. 进一步, 把一个脑区内的电极集合记为. 当
t T 且 j  时, 可把所有的j 视为相等, 因此可以
用代表所有的j. 类似地, 可以用代表所有的j. 因
而, 在一个脑区内并且在一个成分的时间范围内, 时
空信号模型可以简化为以下形式: 
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, (4) 
在这个简化模型中只有 2 个待定参数.  
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1.2  估计 ERPs 的框架 
由于对 EEG 中的自发信号没有任何假设, 文献
[4~6]的方法不再有效. 本文为估计 ERPs 提出了一个
基于分类的框架(图 1). 图 1 中的 S 表示隐藏在 EEG
中 ERPs 成分的波形, 即简化模型中的 ( ).s t    图 1
中的 E 表示 EEG, 即该模型中的 ej(t). 该框架把一个
时刻的 EEG 视为一个向量, 记为 E(t). 当大脑处于休
息状态时, EEG 只包含自发信号, 即 ej(t)=xj(t). 把这
个状态下的向量标为正例. 当被试受到某个外部刺
激时, EEG 包含 ERPs. ERPs 成分的时间范围是固定
的, 把此类范围内的向量标为负例.  
就一个被试而言, 可以为任意一个 ERPs 成分构
建一个包含正例和负例的训练集, 在这个训练集上可
以通过机器学习的方法训练一个分类器. ( ( ))E t 的
值在(0, 1)区间内, 其含义是 E(t)为正例的概率. 如果
E(t)为正例, ( ( ))E t ≥0.5, 否则, ( ( ))E t <0.5. 通过
可以把对 ERPs 的估计转化为一个优化问题. 公式
(5)是公式(3)的一个简单变换:  
 ( ) ( ) ( ) ,j jx t e t s t t T j       . (5) 
对应着某一时刻 xj(t)的向量记为X(t). 周围的一个时
间范围记为 T , 除去 T 的时间范围记为 T +, 即 T=   
T ++T . 当和等于或接近它们各自的实际值时, 会
出现以下情况: (ⅰ) 对于 ,t T   X(t)为负例的特征
已不明显, ( ( ))X t 都应尽可能接近 0.5; (ⅱ) 由于在
远离潜伏期的时间范围内成分的信号非常微弱, 对
于 ,t T   xj(t)几乎等于 ej(t), 即 X(t)几乎等于 E(t).  




图 1  使用分类的框架 
表达了 X(t)集合与 E(t)集合间的一种映射, 和是这
种映射的参数 . 当和等于或接近它们各自的实
际值时, 会发生图 2 所示的映射. 图 2B 中, 对应着
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根据定义 3 和命题 4, 令 
 2( ( ), ) ( ( ))X t V t     , (7) 
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公式(8)是基于 logistic 回归的优化模型, 这个模型是
可计算的. 
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根据命题 5, 如果取一个固定值,  
 21 2 3( , )F          , (10) 
 













  . (11) 
EEG的时间分辨率和每个ERPs成分的时间范围
是确定的, 因此当把时间单位定为 ms 时是处于一
个范围内的整数. 这一事实与命题 5 相结合可推导出
( , )F   是一组以 为变量的二次多项式 . 因此 , 
( , )F   可以画为一组抛物线(图 3). 图 3的水平轴表示
的值, 垂直轴表示 ( , )F   的值 , 3 条曲线对应着
0 1,T T  和T2时的 ( , )F   . 因而, 公式(9)的解其实是
一组抛物线的最小值. 在这个基础上提出如下所述的




步骤 1: 令 0 0ˆ , ;T T    
步骤 2: *ˆ ˆˆ ˆarg min ( , ), ( , );F F F

       
步骤 3: 1;    
步骤 4: 若 nT  , 则输出 ˆ ˆ,  结束； 
步骤 5: arg min ( , );F

    
步骤  6 :  若 * ( , ),F F    则 * ˆ( , ), ,F F        
ˆ ;   
步骤 7: 转步骤 3. 
2  结果 
2.1  模拟测试 
参照文献[5]设计了构建模拟数据的程序, 其核
心思想就是把自发 EEG 和 ERPs 成分模板进行叠加. 
从处于休息状态的被试那里记录下的真实 EEG 可被
视为自发 EEG. 为了收集此类 EEG, 从在校大学生
中随机选取了 8 名被试, 他们的年龄在 19~25 岁, 性
别比例为 1:1, 听力与视力均正常. EEG 用 64 导联的
脑电仪采集, 采集时电极按 10-20 国际标准安放, 采
集频率为 1000 Hz. 每个被试的真实 EEG都按下述方
法作进一步的处理. 
真实的 EEG 按每片段 200 ms 的标准分成 EEG
片段, 每个 EEG 片段是一个 64×200 的矩阵. EEG 片
段被视为刺激之后的 200 ms 自发信号. 在 EEG 片段
的每道数据上叠加一个 ERPs 成分模板来合成模拟数
据, 这样得到的模拟数据也是一个 64×200 矩阵. 根
据公式(4), 跨度因子取值为 8, 取值为 170 ms, 
分别取值为 3, 6, 10 和 15 µV, 生成了 4 个 ERPs 成分
模板. , 和的值是参考文献[5]确定的. 收集 300 个
EEG 片段, 每个片段都分别与 4 个 ERPs 成分模板叠





例, 只选择对应着 162~178 ms 时间范围内的 17 对正 
 
 
图 3  F 函数 
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选择了 4 个脑区, 在其上估计 ERPs 成分. 这 4个
脑区分别是左额叶、右额叶、左顶叶和右顶叶. 左额
叶包含 F1, F3, F5 和 F7 导联, 右额叶 F2, F4, F6 和 F8
导联, 左顶叶包含 P1, P3, P5 和 P7 导联, 右顶叶包含
P2, P4, P6 和 P8 导联. 根据 4 个脑区的划分, 以上 4
个训练集的每一个都被拆分成 4 个. 因此, 共有 16 个
训练集, 据此训练出了16个模型. 用SingleTrialEM算
法估计隐藏的ERPs成分, 估计时跨度因子取值为 8, 
所用模型与模拟数据相对应.  
图 4展现了估计结果的 3个例子. 由于 3个模拟数
据中的 ERPs 成分模板相同 , 图 4 只用一条曲线
(simulation 曲线)表示这 3 个模拟数据中的 ERPs 模板. 
图 4 中的 extracted 1, extracted 2 和 extracted 3 曲线是
SingleTrialEM 分别从 3 个模拟数据中估计的结果. 图 4
的结果与它们的实际值非常接近.  
在这个测试中, 8 个被试的结果没有显著差异, 
为了节省篇幅随机选择了 3 个被试, 把他们的结果列
在表 1~3 中. 表 1~3 中的信噪比(signal to noise ratio, 





   
 
计算得到, 其中s 表示信
号的标准差, n 表示噪声的标准差. 为了便于比较, 
将 Woody 过滤器在 4 个脑区上的结果也列在表 1~3
中 .  由于 Woody 过滤器提取的是单个导联上的 
 
 
图 4  估计结果的例子 
表 1  被试 1 的模拟测试结果 




幅值 潜伏期 幅值 潜伏期 
左额叶 
3 13 1.3±6.1 160±60  2.0±3.2 167±5 
6 10 2.8±5.6 161±60  5.5±2.1 171±2 
10 5 5.3±3.8 165±59  9.8±1.5 170±1 
15 2 9.2±3.3 166±57  14.8±0.7 170±1 
右额叶 
3 13 1.1±6.3 159±62  1.9±3.3 172±3 
6 10 2.9±5.8 161±61  5.6±1.9 169±2 
10 5 5.2±3.7 164±59  10.3±1.5 170±1 
15 2 9.5±3.2 165±57  14.9±0.8 170±1 
左顶叶 
3 13 1.3±6.2 158±60  1.8±3.3 167±5 
6 10 2.9±5.6 160±61  5.4±2.3 172±3 
10 5 5.6±3.7 163±59  9.7±1.6 170±2 
15 2 9.1±3.2 165±56  14.8±0.6 170±1 
右顶叶 
3 13 1.2±6.3 161±62  1.9±3.4 168±5 
6 10 2.6±5.5 160±60  5.5±2.3 169±2 
10 5 5.6±3.9 165±58  9.8±1.4 169±1 




表 2  被试 2 的模拟测试结果 




幅值 潜伏期 幅值 潜伏期 
左额叶 
3 13 1.4±6.0 161±61  2.0±3.1 166±5 
6 10 2.7±5.7 162±60  5.6±2.2 172±2 
10 5 5.3±3.7 164±59  9.7±1.5 170±2 
15 2 9.3±3.3 166±56  14.7±0.8 170±2 
右额叶 
3 13 1.3±6.4 159±63  1.9±3.5 172±4 
6 10 2.8±5.9 162±62  5.5±1.9 169±3 
10 5 5.2±3.7 164±59  10.3±1.5 170±1 
15 2 9.7±3.1 165±56  14.8±0.9 170±1 
左顶叶 
3 13 1.1±6.5 157±61  1.8±3.4 167±6 
6 10 2.7±5.7 160±60  5.4±2.2 172±4 
10 5 5.5±3.8 162±58  9.6±1.7 170±3 
15 2 9.2±3.3 165±57  14.8±0.7 170±2 
右顶叶 
3 13 1.2±6.2 161±63  1.8±3.3 167±5 
6 10 2.7±5.6 162±61  5.5±2.4 168±3 
10 5 5.5±3.8 165±59  9.7±1.5 169±2 
15 2 9.7±3.1 166±58  14.7±0.4 170±1 
表 3  被试 3 的模拟测试结果 




幅值 潜伏期 幅值 潜伏期 
左额叶 
3 13 1.3±6.2 160±61  2.0±3.1 166±5 
6 10 2.8±5.7 162±60  5.6±2.1 171±3 
10 5 5.4±3.9 165±58  9.7±1.4 170±2 
15 2 9.3±3.2 166±56  14.7±0.8 170±1 
右额叶 
3 13 1.0±6.6 159±63  1.9±3.1 172±4 
6 10 2.8±5.8 162±61  5.6±1.8 169±3 
10 5 5.2±3.6 163±59  10.3±1.6 170±1 
15 2 9.6±3.2 165±57  14.8±0.9 170±1 
左顶叶 
3 13 1.4±6.1 158±61  1.8±3.2 166±5 
6 10 2.9±5.5 160±60  5.4±2.2 172±4 
10 5 5.6±3.7 163±59  9.7±1.6 170±2 
15 2 9.1±3.3 165±55  14.8±0.7 170±1 
右顶叶 
3 13 1.2±6.2 161±61  1.9±3.3 168±4 
6 10 2.6±5.4 160±60  5.5±2.2 169±3 
10 5 5.6±3.8 165±59  9.8±1.5 169±1 
15 2 9.8±3.2 166±58  14.9±0.6 170±1 
 
ERPs, 在 Woody 过滤器工作时为每个脑区选择一个
导联作为代表, 其中左额叶选取的是 F3, 右额叶选
取的是 F4, 左顶叶选取的是 P3, 右顶叶选取的是 P4. 
表1~3的“Woody过滤器”列和“SingleTrialEM”列中的
数据都是结果的 x ±SD. 由表 1~3 可见, 在不同的脑
区上 SingleTrialEM 的效果无明显差异. SingleTrialEM
算法估计出的幅值与潜伏期的均值都非常接近它 
们各自的实际值, 标准差随着 SNR 的增长变得越来
越小.  
与 Woody 过滤器相比, SingleTrialEM 的性能优
越得多. Woody 过滤器估计的潜伏期明显偏离了它们
的实际值, 即使在 SNR最大的那些组里, Woody过滤
器估计的潜伏期的均值与它们的实际值存在 4~5 ms 
的偏差, 并且标准差接近 60 ms. 然而, 在成分幅值
≥6 µV 的那些组里 SingleTrialEM 能够得到令人满意
的结果. 随着SNR的增长, SingleTrialEM的表现越来
越好. 在本实验选定的 4 个脑区上, SingleTrialEM 在
成分幅值为 15 µV 的那些组里估计的潜伏期的均值
都等于它们的实际值, 并且标准差非常小. 就幅值的
估计而言, SingleTrialEM 在成分幅值为 6 µV 的那些
组里估计的结果已优于 Woody 过滤器在成分幅值为
10 µV 的那些组里的结果. 当成分幅值＜6 µV 时, 




值, 并且标准差也显著增大. 但是, 随着 SNR 的增长, 
SingleTrialEM 估计的幅值的均值逐步接近它们的实
际值, 且标准差也越来越小.  









该认知任务序列中. 用 SingleTrialEM 估计不同认知
过程中单个实验的 ERPs.  
正常情况下, 双声刺激中的第二声诱发的 ERPs
幅值总是小于第一声诱发的 ERPs 幅值, 这一现象
被称为前抑制, 是感觉门控的效能指标. 根据感觉
门控的生理机制, 设计了 3 个认知测试来验证本文
提出的估计方法. 测试 1 让被试处于休息状态; 测
试 2 让被试处于低负载客体工作记忆的状态, 目标




的连续两个声音来给予刺激. 这 2 个相同的声音由
matlab 生成, 刺激参数是频率(1000 Hz)、强度(85 
db)、持续时间(10 ms)、刺激间隔时间(500 ms)和实
验间隔时间(6~8 s). 所有的测试都重复 80 遍, 并以
双声刺激所诱发 ERPs 的第二个主要成分 N100 作为
考察指标.  
先前的大量研究表明, 感觉门控是一种与正常
脑功能相伴的基础性生物机制 [26~28]. 因而, 无论被
试处于 3 种状态的哪一种, 由第一声诱发的 N100 的
幅值应明显大于由第二声诱发的 N100 的幅值. 在
测试中, 用 SingleTrialEM 从单实验 EEG 中估计




试. 他们的年龄在 19~25 岁之间, 性别比例为 1:1, 
全部具有正常的听力和视力. 被试 S1, S2, S3和 S4参
加了测试 1 和 2, 被试 S5, S6, S7 和 S8 参加了测试 1
和 3. EEG 采用 NeuroScan 64 道脑电工作站采集记录, 
并用 NeuroScan 软件进行诸如眼动伪迹去除、拒绝
错误块标注、EEG 截取、基线校正、人工伪迹拒绝
和低通滤波这样的预处理, 单实验 EEG 经预处理后
得到.  
测试 1 中 S1 被试的所有第一声的单实验 EEG 收
集到集合 1 中, 测试 1 中 S1 被试的所有第二声的单
实验 EEG 收集到集合 2 中, 测试 2 中 S1 被试的所有
第一声的单实验 EEG 收集到集合 3 中, 测试 2 中 S1
被试的所有第二声的单实验 EEG 收集到集合 4
中, ……, 测试 1 中 S8 被试的所有第一声的单实验
EEG 收集到集合 29 中, 测试 1 中 S8 被试的所有第二
声的单实验 EEG 收集到集合 30 中, 测试 3 中 S8 被
试的所有第一声的单实验 EEG 收集到集合 31 中, 测
试 3 中 S18 被试的所有第二声的单实验 EEG 收集到
集合 32 中. 由于在预处理过程中会有一些单实验
EEG 被丢弃, 这样的一个集合所包含的单实验 EEG
数量通常少于 80, 一般在 60 左右.  
从集合 1 随机选取 20 个单实验 EEG 来构建训练
集. 在 162~178 ms 这一时间范围内, 所选取的单实
验 EEG 对应的向量作为负例加入训练集 . 选取
162~178 ms时间范围的原因是N100的潜伏期很可能
就在这个范围内. 在刺激前 10~26 ms 时间范围内, 
所选取的单实验 EEG 对应的向量作为正例加入训练
集. 选取刺激前 10~26 ms 这个时间范围的原因是这
个范围内的 EEG 可被视为自发的. 该训练集包含了
来自集合 1 的正例和负例, 在这个训练集上训练一个
logistic 回归模型. SingleTrialEM 用该 logistic 回归模
型估计集合 1 中的每个单实验 EEG 中 N100 的幅值
与潜伏期. 对于集合 2、集合 3、……和集合 32, 采
用同样的方法估计隐藏在单实验 EEG 中的 N100 的
幅值和潜伏期. 
图 5 展现了测试 1 中被试 S1 的一些结果. 图 5A
是在 FPZ 上估计的潜伏期的直方图, 蓝色表示估计
出的第一声的潜伏期分布, 红色表示估计出的第二
声的潜伏期分布. 图 5B 是在 FPZ 上估计的幅值的比
较, 图 5B 的水平轴表示实验序号, 垂直轴表示估计出
的N100的幅值. 小圆圈表示第一声的幅值, 星号表示





值. 实线是对小圆圈的拟合, 虚线是对星号的拟合. 
图 5B所示情况与感觉门控的原理相一致. 图 5C是根
据从第 10个实验的第一声所对应的单实验 EEG中估
计出的所有导联上 N100 的幅值绘制出的脑地形图. 
图 5D 是根据从第 10 个实验的第二声所对应的单实
验 EEG 中估计出的所有导联上 N100 的幅值绘制出
的脑地形图. 2 个脑地形图的对比与感觉门控原理相
一致[24,26~28].  
用 SingleTrialEM 从这些测试的每个单实验 EEG
中估计出了N100的幅值. 表 4列出了第一声与第二声 
 
 
图 5  被试 S1 在认知测试 1 上的部分结果 
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测试 2 或 3 
第一声 第二声 P 第一声 第二声 P 
S1 3.031±2.5 1.913±2.1 0.015  2.521±2.6 0.297±1.9 0.009 
S2 2.931±2.4 1.767±2.2 0.009  2.353±2.7 0.325±1.7 0.011 
S3 3.281±2.6 1.865±2.4 0.006  2.581±2.5 0.432±1.5 0.007 
S4 3.113±2.4 1.707±2.2 0.008  2.382±2.3 0.306±1.7 0.017 
S5 3.291±2.7 1.872±2.5 0.005  2.573±2.4 0.436±1.6 0.006 
S6 3.105±2.3 1.715±2.3 0.007  2.398±2.2 0.327±1.7 0.019 
S7 3.302±2.6 1.873±2.4 0.009  2.576±2.5 0.425±1.5 0.008 




有实验估计出的 FPZ 导联上的 N100 的幅值的 x ±SD. 
“第二声”列中的数据是从对应着第二声的所有实验估
计出的FPZ导联上的N100的幅值的 x ±SD. 第一声的
幅值和第二声的幅值经配对后用符号秩检验, “P”列中
的数据是符号秩检验得到的 P 值. 表 4 中, 第一声幅
值的均值都大于第二声幅值的均值, 并且 P 值都小于
0.05. 表 4 的结果与感觉门控的原理完全一致[24,26~28].  
3  讨论与结论 
针对从单实验 EEG 中估计事件相关电位的问题, 
本文专门提出了一个基于训练分类模型的框架. 这个
框架对自发 EEG 没有任何假设, 采集自发 EEG 和包
含ERPs的EEG, 构建训练集, 训练分类模型并推导算
法. 这一思想与先前的单实验 ERPs 估计方法存在本
质差别. 通过把 logistic 回归引入到此框架里推导出了
SingleTrialEM 算法. 模拟测试表明, SingleTrialEM 优
于 Woody 过滤器, 只要 SNR足够高, SingleTrialEM就
会工作得很好. 基于感觉门控原理设计了认知测试来




有待解决: 第一, 在使用 SingleTrialEM 之前必须训
练一个 logistic 模型, 训练 logistic 模型的代价非常高; 
第二, SingleTrialEM 的跨度因子目前仍然是依靠经验
来确定的; 第三, 有时有可能训练不出可靠的模型. 
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定义 1  ( , )x  是向量 x 关于分类超平面的偏离度, 当且仅当满足下面两个条件: (1) ( , )x  是一个非
负实数; (2) 对于任意 x1, x2, 只要
2 2
1 2( ( ) 0.5) ( ( ) 0.5)x x     , 则 1 2( , ) ( , ).x x     
定义 2  2
1
( ) , ( ) ( ( ) 0.5)
1 exp( )





定义 3  ( ( ))g V t   是 ( ( ))X t 的一个实例, 这里是 logistic 回归的系数向量, ( ) (1, ( ) ) .V t X t    
定义 4  2( , ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ))
t T t T
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命题 2  z0 时, ( ) 0.G z   
证明: 
3






    
 
 
z0, 则 30 exp( ) 1, 1 exp( ) 0, (1 exp( )) 0.z z z          故 z0 时 ( ) 0.G z   
命题 3  对于任何 z1 和 z2, 若
2 2
1 2( ( ) 0.5) ( ( ) 0.5)g z g z   则
2 2
1 2 .z z  
证明:  根据定义 2, 2 21 2( ( ) 0.5) ( ( ) 0.5)g z g z   即为 1 2( ) ( ).G z G z  
若 z10 且 z20, 则依据命题 2 从 1 2( ) ( )G z G z 可推得 1 2 0,z z   进而可得
2 2
1 2 .z z  
若 z10 且 z20, 则依据命题 1 从 1 2( ) ( )G z G z 可推得 1 2( ) ( )G z G z  . 另外, z10 且 z20 即为 z10 且z20, 
根据命题 2 从 1 2( ) ( )G z G z  可推得 z1z20, 进而可得
2 2
1 2 .z z  
若 z10 且 z20, 则根据命题 1 从 1 2( ) ( )G z G z 可推得 1 2( ) ( )G z G z  . 另外, z10 且 z20 即为z10 且 z20, 
根据命题 2 从 1 2( ) ( )G z G z  可推得z1z20, 进而可得
2 2
1 2 .z z  
若 z10且 z20, 则根据命题1从 1 2( ) ( )G z G z 可推得 1 2( ) ( )G z G z   . 另外, z10且 z20即为z10且z20, 
根据命题 2 从 1 2( ) ( )G z G z   可推得z1z20, 进而可得
2 2
1 2 .z z  
总之, 对于任何 z1 和 z2, 若
2 2
1 2( ( ) 0.5) ( ( ) 0.5)g z g z   则
2 2
1 2 .z z  
命题 4  2( ( ))V t   是一个. 
证明:  第一, 和 V(t)的每个分量都是实数, 由此可推出 2( ( ))V t   是一个非负实数.  
第二, 对于任何 t1, t2, X(t1), X(t2)等同于定义 1 的 x1, x2, 即
2 2
1 2( ( ) 0.5) ( ( ) 0.5)x x     可被改写为
2 2
1 2( ( ( )) 0.5) ( ( ( )) 0.5) .X t X t      根据定义 3, 
2 2
1 2( ( ( )) 0.5) ( ( ( )) 0.5)X t X t     可被改写为 1( ( ( ))g V t     
2 2
20.5) ( ( ( )) 0.5) .g V t     令 1 1 2 2( ), ( ),z V t z V t       
2 2




写为 2 21 2( ( ) 0.5) ( ( ) 0.5) ,g z g z    根据命题 3 可得
2 2
1 2 ,z z  即
2 2
1 2( ( )) ( ( )) .V t V t      
故 2( ( ))V t   是一个.  
命题 5  若取一个固定值, ( , )F   是一个以为变量的二次多项式, 并且二次项系数大于 0.  
证明:  根据公式(3)和(4), 当取一个固定值时, ( ) ( )X t E t 的每个分量都是的一个一次项. 因此, 当
取一个固定值时, ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))X t E t X t E t   是的一个二次项, 且系数大于 0.  
根据定义 3, V(t)的第一个分量是 1, 其他每个分量都是的一次多项式. 的每个分量都是一个常数. 因此, 
当取一个固定值时, ( )V t   是的一个一次多项式. 进而可知, 当取一个固定值时, 2( ( ))V t   是的一个
二次多项式, 并且二次项系数大于或等于 0.  
根据定义 4 及以上结论, 当取一固定值时, ( , )F   是一个以为变量的二次多项式, 并且二次项系数大
于 0.  
 
